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. \S 1 . \S 2
quasihyperbolic – Hahn \S 3 Riemann
.
. $a\approx b$ $A>0$ $A^{-1}\leq a/b\leq A$





$BMO(D)$ . $\sup$ $D$ $B$
$g_{B}$ $B$ $g$ . , $BMO(D)$
BMOH$(D),$ $BMOA(D)$ . $BMO(D)$ $p<\infty$




Bl. $f$ $f\in BMOH(D)\Leftrightarrow|\nabla f(z)|\leq C/d(z, \partial D)$ .
$\inf C\approx||f||_{*}$ .
B2. ( ) $BMO(D)$ $\sup$ $d(B, \partial D)\geq L\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}(B)$
$B\subset D$ .
B3. ( ) $D$ $E$ $d(B, \partial D)\geq C\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}(B)$ $B\subset D$
$\#(E\cap B)\leq N$ $BMO(D\backslash E)=BMO(D)$ .
B4. $s,$ $\triangle s=-\mu$ , $s\in BMO(D)$ $d(B, \partial D)\geq C_{\Gamma \mathrm{a}}\mathrm{d}(B)$
$B\subset D$
$\mu$ – .
B5. $\log|z|\in BMO(\hat{\mathrm{C}})$ .
$F$ : $Darrow D’$ $ACL$ (absolutely continuous on
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line) $K\geq 1$ $D$ $z$
$\max\{||Df(z)\cdot v!||||v||=1\}\leq K\min\{||Df(Z)\cdot v|||||v||=1\}$
$K$ maximal dilatation . Maximal di-
latation 1 .
1( $\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}[8]$ , Jones[5]). $F:Darrow D’$ $BMO$
.
$C(K)^{-}1||f||_{*},D’\leq||f\circ F||_{*},D\leq C(K)||f|\}_{*},D’$ , $f\in BMo(D’)$ .
$C(K)$ $f$ mcimal ddatation $K$ .
$F:Darrow D^{J}$ $ACL$ $BMO$ $F$
mcimal ddatation norm .






$F$ $G$ $H$ $F=H\circ G$ .
$BMO$ $F$ .
.
$F:Darrow D’$ , $f\in BMO(D’)$ (resp.BMOH$(D),$ $BMoA(D)$ )
$T_{F}f=f\circ p_{\in B}MO(D)$ $F$ $BMO$ (BMOH, BMOA)
. Reimann-Jones $F$ $BMO$ $||T_{F}||BMo\sim<1$
( , !) .
1. $F:Darrow D’$ , :
(1) $F$ $BMO$ ;
$.(\mathit{2})$ $L,p>0_{\mathrm{z}}$ $d(B, \partial D)\geq L\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}(B)$ $B\subset D$ $F$ ( $P$ ;
(3) $\log|F’|\in BMO(D)$ ; ’
(4) $F$ $E$ $BMO(D)$ $L>0$ ,
$d(B, \partial(D\backslash E))\geq L\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}(B)$ $B\subset D\backslash E$ $F$ ; .’.
. (1) $\Rightarrow(2)\Rightarrow(4)\Rightarrow(1)$ . $((1)\Rightarrow(2)):F$ $BMO$ B5
$\log|F-\zeta|,$ $\zeta\in \mathrm{C},-$ $BMO$ norm B4 (2) . $((2)\Rightarrow(4))$ :
– B3 . $((4)\Rightarrow(1)):(4)$ . $f\in BMO(D’)$
B2 $T_{F}f\in BMO(D\backslash E)=BMO(D)$ . $1$
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$\triangle^{*}=\triangle\backslash \{0\}=\{0<|z|<1\}$ $F$ $BMO$ B3, B5
$\log|F|\in BMO(\triangle*)=BMO(\triangle)$ . $BMO$ (John-Nirenberg
) $|F|^{\epsilon}$ $\triangle$ $F$ .
1. $F$ $BMO$ $F$
.
(1) D $\mathrm{C}$ , $D’$
$F:Darrow D’$ $BMO$ .
(2) $F:\mathrm{C}arrow \mathrm{C}$ $BMO$ .
(2) $F$ $n$ $n\leq||T_{p}||_{B}MO$ ( $\mathrm{B}5$ $||T_{F}||_{B}Mo<n\sim$
.
2. $F:Darrow D’,$ $D’\neq \mathrm{C}$ , :
(1) $F$ BMOH ;
(2) $D\neq \mathrm{C}$ $F$ Lipschitz ,
$\frac{|dF(Z)|}{d(F(z),\partial D’)}\leq K\frac{|dz|}{d(z,\partial D)}$ , $z\in D$ ;
(3) $L>0$ $d(B, \partial D)\geq L\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}(B)$ $B\subset D$ $F(B)$ $\partial D’$
.
$|| \tau_{F}||BMOH\approx\inf K,$ $\inf L^{-1}<\inf K<\sim\sim^{\inf L^{-1}}+1$ .
. (2) $\Rightarrow(1)$ Bl . $((1)\Rightarrow(2)):F$ $BMO$ . $z\in D$
$d(F(Z), \partial D’)=|F(z)-\zeta|$ $\zeta\in\partial D’$ Bl, B5 $|F’(z)|/|F(z)-\zeta|\leq$
$C/d(z, \partial D)$ . $((3)\Rightarrow(2)):(3)$ . $z\in D$ $z$ $d(B, \partial D)=L\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}(B)$
$B$ . $F(B)\subset G\subset D’$ $G$’
$\frac{|dF(Z)|}{d(F(z),\partial D’)}\leq\frac{|dF(Z)|}{d(F(z),\partial C_{\tau})}\leq 4\rho G(F(\mathcal{Z}))|dF(z)|$
$\leq 4\rho_{B}(Z)|dZ|=\frac{4|d_{\wedge}\sim|}{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}(B)}\leq\frac{4(L+1)|dz|}{d(z,\partial D)}$,
$\rho_{G},$ $p_{B}$ hyperbolic . $((2)\Rightarrow(3)):(2)$ . $L>K/\pi$ (3)
. $d(B, \partial D)\geq L\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}(B)$ $B$
$F(B)$ $w_{0}\in\partial D’$ . $z_{1}\neq z_{2}$ , $z_{1},$ $z_{2}\in B$
$F(z_{1})=F(z_{2})$ $z_{1},$ $z_{2}$ $\gamma$ $w-w0=re^{i}\theta$




2. $\pi:Darrow D^{l},$ $D’\neq \mathrm{C}$ , $F$ $BMO$
BMOH .
$\triangle$ \Delta quasihyperbolic
$|dz|/d(z, \partial D)$ hyperbolic $p\triangle(z)|dz|=|dz|/(1-|z|^{2})$
3. $\pi$ : $\Deltaarrow D$ $D$ $F$ $BMO$
BMOH )
$\frac{|dz|}{d(z,\partial D)}\leq C\rho D(z)|dz|$ , $z\in D$ ,
. $p_{D}(z)|dz|$ $D$ hyperbolic
$p_{D}(z)|dz|\leq|dz|/d(z, \partial D)$ $\rho_{D}(Z)|dz|$ $|dz|/d(z, \partial D)$
. $\mathrm{C}\backslash D$ uniformly perfect set
. $z\in\triangle$ $z$ $\pi$ hyperbolic




3 $F$ : $Darrow D’$ BMOA
$||T_{F}||BMoA\sim<1$ .
\S 2. Hahn
quasihyperbolic $|d_{\sim}.7|/d(z, \partial D)$ : $F$ :
$Darrow D’$
$\frac{|dz|}{4d(_{Z,\partial}D)}\leq\frac{|dF(Z)|}{d(F(z),\partial D’)}\leq\frac{4|dz|}{d(z,\partial D)}$ ,
– Riemann $R$ $\hat{p}_{R}(z)|dz|$
$\hat{p}_{R}(z)=\inf_{c}\rho c(z)$ , $z\in R$
. inf $z\in G\subset D$ $R$ G.
$Pc(Z)|dz|$ $G$ hyperbolic .
$\hat{\rho}_{R}(z)=\inf|\emptyset’(0)|^{-1}$
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inf $\phi(0)=z$ $\triangle$ $R$





$\circ R$ hyperbolic $p_{R}(z)|dz|$ $\rho_{R}(z)|dz|\leq\hat{p}_{R}(z)|dz|$ .
$\mathrm{o}S\subset R$ $\hat{p}_{R}(z)|dz|\leq\hat{P}s(z)|dZ|,$ $Z\in S$ .
$\circ\pi$ : $\tilde{R}arrow R$ $\hat{p}_{R}(\pi(Z))|d\pi(Z)|\geq\hat{\rho}_{\tilde{R}}(Z)|dz|$ .
$\circ$ Hahn $R=\hat{\mathrm{C}},$ $\mathrm{C}$ .
$D$ $\partial D$
$\gamma$
$\int_{\gamma}\frac{|dz|}{d(z,\partial D)}\geq 2\pi$ .
2 .
2. $\gamma\subset R,$ $\gamma\oint 0_{f}$
$\int_{\gamma}\hat{\rho}_{R}(\mathcal{Z})|dz|\geq\pi/2$ .
$R=\mathrm{C}\backslash \{0\},$ $\gamma=\{|z|=r\},$ $0<r<\infty$ , .
3. $F:Rarrow R’,$ $R,$ $R’\neq\hat{\mathrm{C}},$ $\mathrm{C}_{f}$ :
(1) $\hat{\rho}_{R’}(F(Z))|dF(z)|\leq C\hat{\rho}R(z)|dz|,$ $z\in R$;




\S 3. Riemann $BMO$
Riemann $R$ $f\in L_{lo\text{ }^{}1}(R)$
$||f||*,R= \sup_{\phi}\pi-1\int_{\triangle}|f\circ\emptyset-(f\mathrm{o}\phi)_{\Delta}|dXdy<\infty$,
$BMO(R)$ . $\mathrm{s}\iota 1\mathrm{P}$ injective $\phi$ : $\Deltaarrow R$
. $R$ (norm
$)$ $BMO(R)$ – . Quasihyperbolic Hahn
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Riemann $BMO$ \S 1 .




) $\text{ }$ .
.
noncompant Riemann potential .
4. $R$ noncompact Riemann , $R$ Green 9
( $p_{z}$ $z\in R$ Green Green $p_{z}$ $z\in R$
Evans-Selberg potential . $||p_{z}||_{*},R\sim^{1}<$ .
$z$ Evans-Selberg potential $z$
$-\infty$ . Green noncompact
Riemann potential .
1
4. $F:Rarrow R’$ $R’$ noncompact .
:
.
(1) $F$ $BMO$ ;
(2) $L,p>0$ hn $L$ $R$
$E$ $F$ $P$ .
$R’$ compact (2) $\Rightarrow(1)$ .
4. $F:Rarrow R’(R,$ $R’$ compact $P$ - $F$
$BMO$ $||T_{F}$
.
$||_{B}Mo\leq C(p)$ . $R$ compact $F$ $BMO$
.
5. $F$ : $Rarrow R^{l}$ $BMO$
. : $R’arrow R_{k}’’$ , $k=1,2$ , injective $i_{1}\circ F$
$BMO$ $i_{2}\circ F$ $BMO$ .
5. $\pi$ : $Rarrow R’,$ $R\neq\hat{\mathrm{C}},$ $\mathrm{C}$ , :





(3) $\hat{p}R’(\pi(_{Z)})|d\pi(Z)|\leq K\hat{p}_{R}(z)|dz|,$ $z\in R$ .
$||T_{F}||_{BMO} \leq\inf K\approx\inf(L^{-1})+1$ . $R’$ noncompact
$||T_{F}||_{B}Mo \approx\inf K\approx\inf(L^{-1})+1$ .
$R’$ compact 3 $\inf K$ $||T_{F}||_{B}Mo$
. ( )
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6. $T$ Riemann moduli $\{z\in H||z|\geq 1, |{\rm Re} z|\leq 1/2\}$
moduhs $\tau$ torus, $\pi$ : $\mathrm{C}arrow T$ . $\pi$ $BMO$
$||T_{\pi}||BMo\approx{\rm Im}\tau$ . $||T_{\pi}||BMo\approx\exp(\rho_{H}([i], [\tau]))$ .
6. Torus $F$ : $T_{1}arrow T_{2}$ $BMO$ $||T_{F}||_{B}Mo\leq$
$C(T_{2})$ .
torus torus $\hat{\mathrm{C}}$ 2
7. $F:\mathrm{C}arrow\hat{\mathrm{C}}$ $BMO$ $||T_{F}||_{B}Mo\leq C(p, T)$ . $P$
$F$ , $T$ ( $F$ torus .
. $T$ torus, $E$ : $Tarrow T$ $\tilde{F}_{n}$ : $\mathrm{C}arrow \mathrm{C},\tilde{F}_{n}(z)=nz$ ,
, $n^{2}$ $\hat{\rho}_{T}(F_{n}(Z))|dF_{n}(Z)|=n\hat{p}_{\tau}(z)|dz|$
$||T_{F_{n}}||_{B}Mo\leq C(T)$ . compact $BMO$
norm .
compact $BMO$ ( norm
$)$ . – Blaschke
. $B(z)$
$B(z)=n1 \prod_{=}\frac{z-\sim 7n}{1-\overline{z}_{n^{\mathcal{Z}}}}N$ , $|z_{n}|<1$ ,
Blaschke $\mu_{B}=\Sigma_{n=1}^{N}(1-|z_{n}|^{2})\delta_{z_{\mathrm{n}}}$ Carleson
Car1 $(\mu_{B})$ . $B_{\zeta}(z)=(B(z)-\zeta)/(1-\overline{\zeta}B(z))$ , $\zeta\in\Delta$ ,
$\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{r}1_{*}(B)=\sup\zeta\in\triangle \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{r}1(\mu_{B}\zeta)$
7 . $B\iota_{a\mathit{8}C}hke$ $B$ : $\hat{\mathrm{C}}arrow\hat{\mathrm{C}}$ $\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{r}1_{*}(B)\leq K$




$f(z)= \int\triangle\log|\frac{1-\overline{\zeta}z}{z-\zeta}|d\mu(\zeta)$ , $z\in \mathrm{C}$ ,
$BMO(\mathrm{C})$ $(1-|z|^{2})d\mu$ Carlesen .
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8. $D$ $\{z_{n}\}$




. $z_{n}$ $F$ $F$
.
8. $E\subset\hat{C}$ $E$ $F$ : $\hat{\mathrm{C}}arrow\hat{\mathrm{C}}$
$||T_{F}||BMO\sim<1$ .
BMOH $R’$ 2 Riemann
. –
. BMOA 3 Riemann .
$BMO$ .
(1) Maximal dilatation $K$ $F$ $||T_{F}||BMo<K\sim$ .




(3) Compact $F$ $||T_{F}||_{B}Mo$ . ( ,
)
(4) BMOH .
(5) $R^{n},$ $n\geq 3$ , $BMO$
.
(4) BMOH Riemann .
(5) Riemann-Jones 3 Euclid
$F:\mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}^{n}$ $BMO$
$F$ ($xarrow\infty$ $F(x)arrow\infty$ )
$(\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{n}-\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{h}\mathrm{d}\mathrm{e}[10])$. Heinonen-Rohde 1 .
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